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OzZET

Bu calismada keyfi dogrultuda ortotropik Pasternak zemini ile etkilesen nispeten kalin elips
geometrili plaklarin egilme davranigi incelenmigtir.Mindlin plagi denge denklemlerinde zemin etkisi
de barindirilmis ve Géateaux tiirevi kullanilarak karisik sonlu eleman formiilasyonu kurgulanmistir.
Sonlu eleman ¢bziimiinde izoparametrik dértgen elemanlar kullaniimistir. Elemanlar (izerinde
integraller 2x2 Gauss semasi kullanilarak sayisal olarak hesaplanmistir. Sayisal ¢6ziim ydntemi
literatiirle dogrulanmig ve parametrik ¢éziimler sunularak eliptikligin ve zemin parametrelerinin plak
egilme davranisina olan etkileri aragtiriimigtir.

GIRIS
Plak tasiyici sistemler birgok miuhendislik uygulamasinda kullanim alani bulan ve sik karsilasilan
yapisal elemanlardir. Binalarda doseme ve temellerde, gemi ve deniz tasitlarinda sivi basincina
maruz kalan gévde pargalarinda, zeminle temas halindeki silo ve tank yapilarinda kullanilan plak
elemanlar farkl yikleme ve etkilesim tirlerine maruz kalirlar [6]. Uygulamada siklikla karsilagilan
kare, dikdértgen, daire ve benzeri basit geometriye sahip plaklarin incelenmesi icin bir ¢ok ¢alisma
yapilmis bazi 6zel durumlar icin de kesin ¢dézimler sunulmustur [4]. Elips geometrisindeki plaklarin
mekanik davranigi da birgok arastirmaci tarafindan incelenmistir. Prabhakara and Chia [15] ince
eliptik plaklarin buytk ¢okme problemini pertirbasyon yontemini kullanarak analitik olarak
¢cozmuslerdir. Kesitte kayma sekil degistirmelerini dikkate alan Liu ve ark. [10] tabakali eliptik
plaklarin buyUk ¢ékmesi igin analitik ¢6zUm Uretmislerdir. Vasilenko ve Urusova [11] kollokasyon
yontemini kullanarak tabakall malzemeden Uretilmis eliptik plaklarin statik davranisini
incelemislerdir. Altekin and Altay [3] Ritz metodunu kullanarak ince slper-eliptik plaklari incelerken
sinir kosullarini Lagrange c¢arpanlari ile saglatmislardir. Yakin zamanda Altekin [1] ortotrop slper-
eliptik plaklarda noktasal mesnetlerin konumunu optimize ederek, plakta en buylk ¢ékmeyi
minimize eden bir gcalisma yapmistir.

Plak zemin etkilesimi problemi, gerek sik karsilasiimasindan, gerekse zeminle etkilesim halinde
bulunmanin, yapisal davranisini &nemli derecede etkilemesinden 6tirl, birgok arastirmaci
tarafindan cesitli acilardan incelenmistir [2]. MUhendislik yaklagimi igin gelistiriimis mekanik
modeller yapi-zemin etkilesim problemlerinde yaygin sekilde kullaniimaktadir. Winkler tarafindan
sunulan ve buglin hala siklikla kullanilan yay modeli, Pasternak tarafindan yaylarin birbiriyle bir
kayma etkisiyle etkilestiklerini varsayan modeli ile ileri tagsinmistir [7]. Rashed [8] Pasternak
zeminine oturan Reissner plaklarinin statik analizi i¢in bir sinir eleman formulasyonu gelistirmis ve
daire geometrili plaklar igin sonuglar tretmistir. Yu ve Syracuse [16] Pasternak zeminine oturan
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dairesel plaklarin kapali ¢6zimUnu ince plak teorisine goére vermistir. Al-Hosani ve ark. [9] Winkler
zemini ile etkilesen Reissner pladi icin sinir eleman yéntemini kullanmis; dikdértgen ve dairesel
plaklar igin ¢éztumler tretmislerdir. Wang ve ark. [12] iki parametreli zemine oturan Reissner
plaklarinin temel ¢6zimuUnu ve sinir integral denklemlerini vermislerdir. Literatlirde, elastik zeminle
etkilesen dikdortgen ve daire geometrili plaklar igin bir cok ¢calisma bulunmasina ragmen, elliptik
geometriye sahip plaklar adina ¢ok az ¢alisma gergeklestiriimistir. Datta [13] Winkler zemini ile
etkilesen ince eliptik plaklarin biyik ¢ékme problemini Galerkin yéntemini kullanarak incelemistir.
Zhong ve ark. [5] l¢gen diferansiyel kuadratiir yontemini Pasternak zeminine oturan nispeten kalin
plaklarin egilme problemine uygulamis ve eliptik plaklar icin sonuglar tretmislerdir. S6z konusu
baslikta yapilan galismalarin kisith olmasi yazarlari bu dogrultuda ¢alismaya yoneltmigtir. Bu
calismada yazarlar keyfi dogrultuda ortotrop Pasternak zemin ile etkilesen eliptik Mindlin
plaklarinin statik yikler altindaki davranisini karigik sonlu elemanlar yontemini kullanarak
incelemislerdir. DUzgln yayili yuk altinda ankastre sinir kosullarina sahip eliptik plaklarin egilme
davranisinda, zemin parametrelerinin, eliptikligin derecesinin ve zemin ortotropisinin etkisi
arastinlmig, parametrik sonuglar sunulmustur.

ALAN DENKLEMLERI ve GOZUM YONTEMi

Dogrusal elastisite denklemleri kullanilarak Mindlin alan denklemleri, keyfi dogrultuda ortotrop
Pasternak zemininin etkilerini icerecek sekilde genisletilmistir. Elde edilen denge denklemleri ve
plak binye bagintilari kullanilarak, potansiyel operatér ilkesi ve Gateaux tlrevinden yararlanilarak
karigik sonlu eleman ¢ézimune uygun fonksiyonel elde edilmistir. DUgum noktalarindaki

bilinmeyenler x,y, ve z eksenleri dogrultusunda yer degistirmeler (v, =u ,u, =v ,u; = w), iki
eksen etrafindaki kesit dénmeleri (£, , £,), dugim noktalarindaki geriime bileskeleri ise, iki egilme
(K, M) bir burulma (7") momenti, iki eksenel kuvvet ( P, N ), iki kesme kuvveti (F,H ) ve bir
duzlem ici kesme ( Q) kuvveti olacak sekilde membran etkileri de barindirmakta ve en genis
halindedir.

Alan Denklemleri ve Fonsiyonel

Keyfi dogrultuda ortotrop Pasternak zemininden Mindlin pladina aktarilan kuvvet yogunlugu
koordinat dénlsum bagintilari kullanilarak, plak global koordinat takiminda ifade edilmis ve plak-
zemin sisteminin denge denklemine ilave edilmistir. Karisik sonlu eleman formilasyonuna uygun
olmasi bakimindan, plak sekil degistirme alani hem yer degistirmeler hem de kuvvet, kuvvet-cifti
tirinden buayuklikler cinsinden tarif edilmistir.

Ortotrop Pasternak Zemini: Plak global koordinat takimi (x, y) ya da (1,2) ve zemin ortotrop zemin
icin segilen (&,7n7) koordinat takimi, koordinatlar arasindaki @ agisi ile Sekil 1. de verilmistir.

Sekil 1: Plak global koordinat takimi ve zeminde ortotropi dogrultulari
Bu 6zel durumda Pasternak zemininde olusan kesme kuvvetleri,
Ve =Gy,
V,=Gu,,

seklinde olurlar. Burada Ggw ve G,] ortotrop zemin ortaminda sirasiyla & ve 7 dogrultularindaki

(1)

kayma zemin kayma parametreleridir. Zemin ile temas eden tasiyici sisteme bu durumda,
p=hku,—V.. -V, (2)

n.n
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ifadesi ile verilen basing kuvveti aktarilir. Zemin yerel koordinatlarini ihtiva eden bu ifadede
koordinatlar arasi déntsum iligkileri kullanildiginda global koordinat takiminda,

p=kw
-G, (cos2 Ous, +2cos@sinOu, , +sin’ 9u3,yy) )
~G, (sin2 Qus,, —2sinfcosbu, , + cos’ l9u3w)
seklinde elde edilir.

Denge Denklemleri ve Bunye Bagintilari: Zemin etkisinin ilave edilmesiyle Mindlin plaginin denge
denklemi,

Q,+P =0
N,+0,=0
F\+H,+q—ku,
+G, (cos2 Qus,, +2cosOsinOu, ,, +sin’ 9”3,22) (4)

+G, (sin2 Qu,,, —2sincos Gus ,, +cos’ 9”3,22) =0
K, +T,-F=0
M,+T,-H=0

seklinde elde edilir. Elastisite denklemleri yardimiyla elastik malzeme ve dogrusal sekil degistime
iliskileri g6z dnlne alindiginda Mindlin plaginda sekil degistirme alani, yerdegistirme ve kuvvet,
kuvvet-cifti bayuklukleri cinsinden agagidaki gibi tarif edilir.

1 12
E = Uy, =E—h(P—uN) , K, =QL1 = [E [K—MU]
= _ | N —-vUP =Q, = 12 M-K
w =ty —E( -vP) Ky =3%95,= Eh3[ - U] (5)
0 12T
Vi =Up Uy, _E , Ky = ‘Ql,2 +Q2,1 = Gl
6F 6H
=u, +8Q —— , =uU,, +8, ———
Vi = Uz, ' Son Ve =Us, 27 5ah

Burada E elastisite modill, v poisson orani, G kayma modill, # plak kahinhgidir.

Fonksiyonel: Enerji yontemine dayali olan sonlu eleman formiilasyonunda, alan denklemlerinden
uygun bir enerji ifadesine gecilmesi gerekmektedir. Alan denklemlerinin Ly —f =0 yapisinda

potansiyel bir operatdre dénustirtilmesi potansiyellik kosulunun saglamasina baghdir. Burada, L
tirev operatodrind, y bilinmeyenler vektoru, f dis etkiler vektérinu temsil etmektedir.

Potansiyelligi arastirilacak operatér yapi,
P=Ly-f (6)
dir. Potansiyellik kosulunun matematiksel ifadesi; “P fonksiyonunun y ydniine gére tiirevinin y"

yénindeki toplami, ayni fonksiyonun y* yonune gore tlrevinin y yoénundeki toplamina esit
olmalidir” gseklindedir. Burada, * ve ~ birbirinden farkli iki yonu gostermekte, y yonindeki Gateaux
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turevi dP(y;y) ve y ydniindeki Gateaux tiirevi dP(y;y*) biciminde, y yonundeki i¢ carpim
(wy) ve y" yoniindeki ig garpim <...,y*> biciminde gdsterilmektedir. Buradan potansiyellik kosulu,

(aP(ysy).y") =(dP(ysy")) (1.7)

seklinde gdésterilir. Burada koseli parantezle gdsterilen i¢ carpimin ve yonsel tlrevin tanimlanmasi
gerekmektedir. i¢ garpim, bir fonksiyon ile bagka bir fonksiyon veya degiskenin ¢arpiminin belirli bir
araliktaki integralidir. Bu ¢alismada fonksiyonel eldesinde kullanilacak olan Géateaux tlrevinin
matematiksel ifadesi,

4P (ysy)-tim, ., {P(yﬂy)-P(y)}: P(li) _p(v) (1.8)

N

seklindedir [14]. s bir skaler olmak Gzere, fonksiyonelin birinci varyasyonu,

~(P(y.f),y) (1.9)

s=0

d
51(y;n)=$1(y+sy)

seklindedir. integrasyon islemi gergeklestirildiginde,
1

1(y)=[[P(sy,f)sy |ds (1.10)
0

seklinde fonksiyonel elde edilir [14].
1

1
1) =[Qut |+ [Paty |+ @t |+ [Nt | = [P P+ [N P (NN~ [0.0) [ F.an
—|—[H,u3’2]—|—[F,Q1]+[H Q ] 5;/1 [F’F}_%[H H} [M,z’Qz]_[T,l’Qz]_[K,le]_[]jz’Ql]_%[K’K]
12 6 6
o MK =S [M M= ST T [g0)= g, | =[] = [0 ][ m,, 0,
b+ 220 6, |+ 200 G 4 20 6, [+ 506,
+ Sin2 o G, [”3 1 U; 1] _w&; [u3‘1>”3,2] _waz ["&27“3,1] + cos” 0 G, [“3,29”3,2]

(K =R+ (T = 1)) +{Qus (M =80+ (T = ))) = (1, 0+ P)) = (12, 0+ ) — (P +-1D)) |

VAT (V4 0y o (K= R (P | (o1 ) (7 =T o [}

- cos@sinOu, ,, (uy — ﬁ3)} —{G§ cos @sin Gu,,, (u, —ﬁ3)}£ —{G§ sin’ Qu, ,, (u, —u3)}g

sin® Qu, , (u, — u3)} {G,] sin@cosQu, , (u, —ﬁ3)}€ + {G,] sin’ 9&11,143}6 +{G§ cos’ 9123,1,113}5
G, cos’ Qu,,,(u, — } {Gf cos @sin €ﬁ3,l,u3}6 —I—{Gé cos @sin ‘%3,25”3}5 +{G,] cos’ 6’&3,2,%}6

7

{
(K, +Ta)+ (M +T,), (g — )| [ (K +7) i, |- [(M +T), u32} —{G. cos® uy . (u, ~ )}
-{o
~{o
-{g,
{

+1G; sin 9u32,u3} {G,] sin&cos&ﬁll,%}a—{@] sianosHﬁu,u}}a+{Gnsin6?cos€u3‘2,(u3—ﬁ3)}£ (11)

Alt indis gosterimi {...} ile {...| , sirasiyla dinamik ve geometrik sinir kosullarini tanimlamaktadir.
Ayrica () da bilinen sinir kosullarini temsil eder. Eger (*) sinir kosulu terimi belli degilse bu
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terimler diser. Sonlu eleman ¢ozimiinde dort digim noktali dortgen elemanlar kullanilmakta ve
integraller sayisal olarak 2x2 Gauss semasi kullanilarak hesaplanmaktadir.
SAYISAL ORNEKLER

Sunulan ¢6zim yénteminin dogrulanmasi igin ilk olarak literatirdeki benzer ¢alismalarla
karsilastirma yapilmis daha sonra parametrik ¢éztimler yapilarak plak davranigi incelenmistir.
Cozumlerde aksi belirtiimedikge D plak rijitligi olmak Gizere Winkler zemin parametresi

k = ka* / D, ve zemin kayma parametresi ise (N?f = Gfa2 / D seklinde boyutsuzlastiriimis, elde
edilen sonuglar yine boyutsuz olarak sunulmustur. Eliptik plak geometrisi, plak global eksenleri ve
zemin yerel eksen takimi Sekil 2 de gosterildigi gibidir.

n J

O

—o—

!\ a e a i
Sekil 2: Eliptik plak geometrisi ve koordinat takimlari

Dogrulama ve Yakinsama Ornegi: Céziim yéntemi ilk olarak elastik zeminle etkilesen dairesel plak
¢6zim karsilastirmalariyla dogrulanmis ve sonlu eleman agina goére yakinsama durumu
incelenmistir. Dogrulama amaci ile Rashed [8] ile Yu ve Syracuse’nin [16] calismalarindaki ince
daire plak problemi ¢ézulmustir ve karsilastirma yapilmistir. Dizgun yayili yik altindaki ankastre
mesnetli plak, problemin simetrisi nedeniyle ceyrek olarak ele alinmigtir. Plak kalinhdinin, plak
yaricapina orani 2/b=0.01 ve plak malzemesinin Poisson’s orani 0.3'tiir. Plak orta noktasindaki

boyutsuz ¢okme (w) ve egilme momenti (IQ:MXX) degerleri Cizelge 1. de verilmistir. Boyutsuz

Winkler zemin parametresi k=200 sabit tutulmus ve Ug¢ farkli zemin kayma parametresi igin
(Gf =300, 28.9 ve 3) sonuglar Uretilmistir. Cizelge 1. de m eleman sayisini gostermek Uzere

yakinsama incelemesi de sunulmustur. Cizelgeden goéruldugu gibi, degerlerin yakinsamasi blyuk
kayma parametreli zeminlerde daha hizli olmaktadir. Sonuglarin  karsilastiriidiklari
calismalardakilerle son derece uyumlu oldugu goérulmektedir.

Cizelge 1: Duzgln yayih yuk etkisindeki dairesel plakta orta noktada boyutsuz ¢cékme ve egilme

moment degerleri (w = W}? %1000, K = IZZ x1000, g : yayih yUk siddeti)
Gr=300 G;=28.9 Gr=3
m W K W K W K
48 0.62 1.75 2.93 8.60 4.74 16.63

108 0.64 1.89 2.95 9.60 4.67 16.79
192 0.65 1.89 2.96 9.92 4.65 17.18
300 0.65 1.88 2.97 9.99 4.65 17.45
Rashed (2000) 0.68 1.86 3.01 9.79 4.64 18.74
Yu (1957) 0.67 1.78 3.00 10.00 4.55 19.50

bu calisma

Sabit Alanli Eliptik Plak: Eliptikligin derecesinin ve zeminin ortotropik 6zelliginin plak egilme
davranisini nasil etkiledigi incelenecektir. Bu amagla sabit kalinlikli, ankastre mesnetlenmis ve
ylizey alani sabit olacak sekilde geometrisi daireden (a /b =1) elipse dogru (a/b =2,3) degisen
kalin plaklarin diizgin yayih ylk altindaki statik analizi yapiimistir. Plak malzemesinde Poisson’s
orani v =0.3 secilmis ve a/b =3 degerinde 4 /b =0.1 orani igin belirlenen plak kalinhg: diger
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geometriler icin de degistiriimeden kullaniimistir. Coztmlerde eliptik plagin her iki yaricapi da
degisken oldugundan zemin parametreleri k = ka’b*/ D, G,=G,ab/ D seklinde

boyutsuzlastiriimistir. Boyutsuz zemin yay sabiti k =2.88 ve ortotropik zemin kayma parametreleri
G. =036 ve G, =36 olarak segilmistir. Problemin simetrisinden étiirii €,0° ve 90" araliginda
kalacak sekilde tam plakta analizler gerceklestiriimistir. Plak orta noktasindaki boyutsuzlastiriimis

¢okme (w) ve egilme momenti (E) degerleri Cizelge 2 de sunulmustur. Daire plakta beklendigi
gibi cbkme degerinin zemin ortotropi dogrultusundan bagimsiz oldugu gérilmektedir. Sabit alan
icin sunulan bu sonuglarda, plak geometrisi, daireden elipse donlstikce ¢dkme degerlerinin

azaldigi gorilmastir. Belli bir a /b orani igin incelendiginde ¢ékme parametrelerinin 8 =0° da en
kiiglk ve @ =90°da en bliylk degerlerini aldidi sdylenebilir. a/b =2 ve 3 oranlari igin
karsilastirildiginda ¢ékme parametrelerindeki farklilik yiizde olarak € =0°da 58.4%, 6 =45° de

55% ve 6 =90"da 48.9% oldugu gorilmektedir. Sabit alan ¢éziminden gorildigu tizere plak
cokmeleri eliptiklikteki degisime oldukca duyarlidir. Eliptiklikle birlikte en buylk degisim ise

6 = 0" de gergeklesmektedir.

Cizelge 2: Duzgun yayih yik altinda sabit alanli eliptik plagin orta noktasinda boyutsuzlastiriimis

cokme ve egilme momenti degerleri; w = W2 ~x1000, K = K 1000
qa’b qab
W K
ab 0 0° 30° 45° 60° 90° 0° 30° 45° 60° 90°
1 6.97 6.97 6.97 6.97 6.97 31.78 31.00 30.24 29.39 28.55
2 5.06 5.51 6.03 6.67 7.45 1796 19.73 2179 2413 26.96
3 2.10 2.37 2.71 3.17 3.80 8.40 9.76 1153 13.89 17.33

Cizelge 3 de diger dogrultudaki boyutsuzlastirilmis egilme momenti M ve burulma momenti T
plak orta noktasi igin verilmigstir. Eliptikligin artmasiyla birlikte moment degerlerinin ortotropi
dogrultusundaki degisimden daha ¢ok etkilendigi gorilmektedir. Ortotropi dogrultularinin plak
global eksenleriyle cakismasi durumunda plak orta noktasinda simetriden 6tirt burulma momenti
olusmamaktadir. Ortotropi eksenlerinin global eksenlerden uzaklagsmasiyla birlikte mertebe olarak
egilme momentleriyle kiyaslandiginda ki¢lk burulma momenti degerleri olusmaktadir.

Cizelge 3: Duzglin yayili yik altinda sabit alanl eliptik plagin orta noktasinda boyutsuzlastiriimis
M 1000, T =——x1000

egilme ve burulma momenti degerleri; M =

qab qab
M T
ab 0 0° 30° 45° 60° 90° 0° 30° 45° 60° 90°
1 2855 2939 3024 3100 3178 0.00 151 171 151 0.00
2 2622 2969 3393 39.13 4578 0.00 09 123 130 0.00
3 2147 2495 2952 3568 4479 000 0.16 025 032 0.00

SONUC
Bu calismada keyfi dogrultuda ortotrop olarak tanimlanmig Pasternak zeminine oturan, nispeten
kalin plaklarin dizgun yayili yik altindaki statik davranisi incelenmistir. Dogrusal sekil degistirme
ve elastik malzeme kabuli ile Mindlin plagi alan denklemleri sistemin mekanik modellenmesinde
kullaniimistir. Problem igin karisik sonlu eleman formulasyonu énerilmis ve ¢ézimler bilgisayar
ortaminda sayisal programlama ile gergeklestiriimistir. Sayisal ¢6zim surecinde plak bdlgesi dort
digim noktali izoparametrik elemanlar ile tarif edilmis ve elemanlar izerinde integraller 2x2 Gauss
semasi kullanilarak sayisal olarak hesaplanmistir. Tarif edilen problemin ¢ézimui igin dnerilen
¢6zim ydntemi ve sayisal analiz slreci literatirle yapilan karsilastirmalar ile dogrulanmistir.
Eliptikligin ve zemin parametrelerindeki degisimin plagin statik davranigi Gzerindeki etkilerini
incelemek amaciyla parametrik ¢éztimler yapilmis ve sonuglar tablolar halinde verilip
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yorumlanmistir. Birbirleriyle etkilesimli olarak hem eliptiklik derecesinin hem de zemin ortotropi
Ozelliklerinin plak egilme davranisinda énemli rol oynadigi gérilmastir.
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