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ABSTRACT 
The moderately large deflections of sandwich super-elliptical beams under the influence of 
out-of-plane loadings are investigated in this study via the mixed finite element method 
considering the cross-sectional warping deformations. The classical beam stress-free surface 
conditions are satisfied on the constitutive equations considering von Kármán nonlinear 
strains. The first variation of the Hellinger-Reissner functional are employed to derive the 
nonlinear mixed finite element formulation. The total degrees of freedom of a two-noded 
mixed finite element are twenty-four. The moderately large deflections of sandwich super-
elliptical beams subjected to out-of-plane loadings are obtained and the results are compared 
to the results of twenty-noded SOLID186 brick elements. In the parametric analyses, the 
effects of lamination and super-ellipticity ratio are investigated. 
Keywords: moderately large deflection; super-elliptical beam; sandwich cross-section; 
transversely-isotropic material; mixed finite element. 

ÖZET 
Enine-izotropik malzemeden üretilmiş sandviç süper-eliptik kirişlerin düzlem dışı yükleme 
altında nispeten büyük yerdeğiştirmeleri kesit çarpılma deformasyonlarını gözeten karışık 
sonlu elemanlar yöntemi ile irdelenmiştir. Von Kármán doğrusal olmayan genlemeleri 
üzerinden klasik çubuk gerilme kabulleri kullanılarak bünye bağıntıları elde edilmiştir. 
Doğrusal olmayan karışık sonlu eleman formülasyonu türetmek için Hellinger-Reissner 
fonksiyonelinin birinci varyasyonu kullanılmıştır. İki düğüm noktalı karışık sonlu elemanın 
toplam serbestlik derecesi yirmi dörttür. Düzlem dışı yüklemelere maruz kalan sandviç süper-
eliptik kirişlerin nispeten büyük yerdeğiştirmeleri elde edilmiş ve sonuçlar, yirmi düğüm 
noktalı SOLID186 katı elemanın sonuçlarıyla karşılaştırılmıştır. Parametrik analizlerde, 
tabakalanma durumu ve süper-eliptiklik derecesinin deformasyonlar üzerindeki etkisi 
incelenmiştir. 
Anahtar kelimeler: nispeten büyük yer değiştirme; süper-eliptik kiriş; sandviç kesit; enine-
izotropik malzeme; karışık sonlu eleman. 
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GİRİŞ 
Kompozit malzemeler, yüksek dayanım-ağırlık oranları, ayarlanabilir mekanik özellikleri, ve 
karmaşık yük koşullarına uyum sağlama kabiliyetleri sayesinde modern mühendislikte yaygın 
olarak tercih edilmektedir. Tabakalı kompozit yapıların yaygın uygulama alanları arasında 
yüksek-teknoloji ürünleri, havacılık, uzay, otomotiv ve uzay endüstrisi gibi alanlar 
bulunmaktadır. Bu kompozitler içinde yer alan sandviç yapılar, rijit ve dayanıklı dış yüzeyleri, 
hafif bir çekirdek malzeme ile birleştirerek, yapısal verimlilik, darbe direnci ve burkulma 
dayanımı açısından ek avantajlar sunmaktadır. Doğrusal kirişler üzerine kapsamlı araştırmalar 
yapılmış olmasına rağmen, eğrisel kompozit kirişler uygulama alanları açısından yüksek 
öneme sahiptir. Eğrilik, doğrusal kirişlere kıyasla ek gerilme bileşenleri yaratarak daha 
karmaşık mekanik davranışlara neden olur. Özellikle büyük yükler altında, eğrisel kompozit 
yapıların davranışı üzerinde geometrik doğrusal olmayan etkiler belirginleşir ve yapının genel 
davranışı önemli ölçüde etkilenir [1]. 
Eğrisel kirişler, paneller ve sandviç yapıların geometrik doğrusal olmayan davranışlarını 
inceleyen birçok çalışma bulunmaktadır. Bozhevolnaya ve Frostig [2] geometrik doğrusal 
olmayan etkileri içeren yüksek mertebeli bir analitik model geliştirerek sabit eğrilikli sandviç 
panellere uyarlanmıştır. Frostig ve Thomsen [3] ise termomekanik yükleme etkilerini ve 
yüksek mertebeli deformasyon mekanizmalarını gözeterek sandviç panellerin doğrusal 
olmayan tepkilerini irdelemiştir. Duan vd. [4] ince cidarlı eğrisel kirişlerin doğrusal olmayan 
serbest titreşim davranışını analiz etmek amacıyla eğilme-burulma kuple ve burulma etkilerini 
dikkate alan bir sonlu eleman modeli geliştirmiştir. Yau ve Yang [5] eğrisel kirişlerde eğilme-
çekme kuple etkileşimini inceleyen geleneksel sonlu eleman tekniklerine alternatif olarak 
elastik rijitlik matrisine dayanan bir yöntem geliştirmiştir. 
Eğrisel kirişlerin doğrusal olmayan davranışlarını modellemek amacıyla farklı sayısal 
yöntemler geliştirilmiştir. Kurtaran [6] tabakalı eğrisel yüksek kirişlerin geometrik doğrusal 
olmayan zamana bağlı davranışı için birinci mertebe kayma deformasyon teorisini ve Green-
Lagrange genleme-yer değiştirme ilişkilerini gözeten genelleştirilmiş diferansiyel quadrature 
yöntemine dayalı bir model oluşturmuştur. Li vd. [7] fonksiyonel dereceli eğrisel kirişlerde, 
grafen takviyeli kompozit yüzeylerin doğrusal olmayan dinamik koşullardaki davranışını 
analiz etmiştir. Nasri vd. [8] 3B baskılı meta-sandviç eğrisel kirişlerin burkulma ve doğrusal 
olmayan eğilme davranışını birinci mertebe kayma deformasyon teorisi ve von-Kármán 
doğrusal olmayan bağıntıları kullanarak incelemiştir. Serveren vd. [9] viskoelastik çekirdekli 
üç tabakalı eğrisel sandviç kirişlerin geometrik doğrusal olmayan dinamik analizini Hamilton 
prensibini kullanarak irdelemiştir. Wen ve Li [10] ise eğrisel kirişlerin yanal burkulma 
davranışını analiz etmiş, uç momentlerin ve dağıtılmış artık momentlerin göz ardı edilmesinin 
hatalara yol açabileceğini belirleyerek bir sonlu eleman modeli geliştirmiştir. 
Tüm bu çalışmalara rağmen, sandviç süper-eliptik kirişlerin nispeten büyük yer değiştirmeleri 
araştırmaya açık bir konudur. Mevcut çalışmalar genellikle doğrusal kirişler, ince cidarlı 
eğrisel kirişler veya düzlemsel sandviç paneller üzerine yoğunlaşmıştır. Bu çalışmada, 
sandviç süper-eliptik kirişlerin nispeten büyük yer değiştirmelerini analiz etmek için von 
Kármán doğrusal olmayan genlemelerini temel alan bir karışık sonlu eleman yöntemi 
geliştirilmiştir. Doğrusal olmayan alan denklemleri, Hellinger-Reissner fonksiyonelinin 
birinci varyasyonu kullanılarak türetilmiştir. Geliştirilen model, her biri on iki serbestlik 
derecesine sahip iki düğüm noktalı karışık sonlu elemanlar kullanarak nispeten büyük yer 
değiştirmeleri analiz etmektedir. Karışık sonlu eleman formülasyonundan elde edilen 
sonuçlar, üç-boyutlu SOLID186 katı eleman sonuçları ile karşılaştırılmıştır. Ayrıca, takviye 
kalınlığı ve tabakalanmanın yapısal davranış üzerindeki etkileri incelenmiştir. 
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ALAN DENKLEMLERİ ve FORMÜLASYON 
Üç boyutlu gerilme vektörü σ  ve genleme vektörünü ε  elastisite matrisi E  üzerinden 
ilişkilendiren bünye bağıntıları Hooke kanunu  Eσ ε  [11] üzerinden tanımlanmıştır. Klasik 
çubuk gerilme kabulleri üzerinden elde edilen bünye bağıntıları L L Lσ β ε  Aribas vd. [12] 
tarafından verilmiştir. Burada, alt indis L  tabaka bölümünü, Lβ  3 3× ’lük bir matrisi, 

{ }T
L t bt tn L

σ τ τ=σ  gerilme vektörünü ve { }T
L t bt tn L

ε γ γ=ε  genleme vektörünü ifade 
etmektedir. Frenet Koordinatları , ,t n b  olmak üzere, sandviç kirişin deplasman alanı, 

 * * *; ;t t n b n n t b b tu u b n u u b u u nΩ Ω Ω Ω= + − = − = +  (1) 

burada, kiriş aksındaki deplasmanları , ,t n bu u u  ve dönmeleri , ,t n bΩ Ω Ω  belirtmektedir. 
Deplasman alanları üzerinden Von Kármán doğrusal olmayan genlemeleri, 
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burada, alt indislerdeki virgül kısmi türevleri ifade etmektedir. Kuvvetler , ,t n bF F F  ve 
momentler , ,t n bM M M  Von Kármán doğrusal olmayan genlemelerine dayanan gerilmelerin 
kesit kalınlığı boyunca integrasyonu üzerinden elde edilir [13]. Kesin geometrili sandviç 
süper-eliptik kirişlerin denge denklemleri: 
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burada, , ,t n bq q q  yayılı kuvvetleri, , ,t n bm m m  yayılı momentleri ve s  yay uzunluğunu 
belirtmektedir. Yatay açı θ  üzerinden konum vektörü  θr  ve yay boyunun gradyenti  c θ  
Ermis vd. [14] tarafından tanımlanmıştır. Alan denklemleri ve sınır koşulları kullanılarak 
Hellinger Reissner fonksiyonelinin [15] birinci varyasyonu, 

 ( ) ( )u σ σ σ u ˆd d d 0
T T T T

HR
V V

V Vδ δ δ δ δ
Γ

 Π = − + − − Γ =∫ ∫ ∫ 
 

q u t uε ε σ σ ε  (4) 

ile elde edilir. Burada, t̂  sınırdaki Γ  traction vektörünü ve alt indis σ  ve u  kuvvet ve 
yerdeğiştirmelere bağlı terimleri ifade etmektedir. Alan denklemleri kapsamında, karışık 
formda varyasyonel denklemler, 
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Fonksiyonel, doğrusal olmayan denklemler doğrusallaştırılarak [16,17] elde edildi ve iteratif 
çözüm yaklaşımı Newton-Raphson algoritmasına [15] dayanmaktadır. 

 
Şekil 1. Sandviç Süper-Eliptik Kiriş. 

SAYISAL SONUÇLAR 
Bu bölümde, ilk olarak enine-izotropik malzemeden üretilmiş tabakalara sahip sandviç süper-
eliptik kirişlerin nispeten büyük yer değiştirmeleri için karışık ve katı sonlu elemanlarda 
yeteri yakınsaklığı sağlayan serbestlik dereceleri elde edilmiştir. Daha sonra, parametrik 
analizlerle süper-eliptiklik derecesinin, kesit kalınlığının ve tabaka kalınlığının, geometrik 
doğrusal olmayan ve doğrusal analizlerle elde edilen yer değiştirmeler arasındaki yüzdesel 
farka etkisi irdelenmiştir. Bütün yakınsama ve parametrik analizlerde, merkez açısı 90ϕ = °  
olup, en büyük ve en küçük yarıçap değerleri sırasıyla max 2mR   ve min 1.4mR  ’dir. İki 
metrelik yarıçapa karşı gelen düğüm noktası ankastre mesnetli olup, serbest uçtan düşey 
doğrultuda -b yönünde tekil yük P  uygulanmıştır (Şekil 1). Kesit genişliği 0.1mw =  olup 
takviye kalınlıkları sh  eşittir. Çekirdek Kevlar 49-Epoksi, takviyeler ise Boron Epoksi olarak 
gözetilmiştir. Boron Epoksinin elastisite modülleri, kayma modülleri ve Poisson oranları 
sırasıyla 241.5GPatE = , 18.89GPan bE E= = , 5.18GPatn btG G= = , 3.45GPanbG = , 

0.24tn tbυ υ= =  ve 0.25nbυ = ’tir. Kevlar 49-Epoksinin elastisite modülleri, kayma modülleri 
ve Poisson oranları sırasıyla 76GPatE = , 5.56GPan bE E= = , 2.30GPatn btG G= = , 

1.618GPanbG = , 0.34tn tbυ υ= =  ve 0.718nbυ = ’tir. 
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Sonlu Eleman Ağı Yakınsama Analizi 
SOLID186 Katı Sonlu Elemanlar: Bu sayısal çalışma kapsamında süper-eliptiklik derecesi 

5n =  olan bir konsol süper-eliptik sandviç kirişte kesit kalınlığı 0.08mh =  ve takviye 
kalınlığı 0.0075msh =  olduğu durumda serbest uçtan düşey doğrultuda -b yönünde 

1400NP =  şiddetinde bir tekil yük uygulanmıştır. Doğrusal olmayan analizle elde edilen 
düzlem dışı doğrultuda en büyük uç yer değiştirmeleri ( )b nl

u , 484740, 734106, 813109 ve 
967536 serbestlik dereceleri kullanılarak (sırasıyla 0.008m, 0.007m, 0.0065m ve 0.006m en 
büyük ağ kenar boyutuna karşı gelmektedir) SOLID186 elemanlarla elde edilmiştir. 484740, 
734106, 813109 ve 967536 serbestlik dereceleri için en büyük uç yer değiştirmeleri sırasıyla 
( ) 0.16792mb nl
u = − , -0.16675m, -0.16627m ve -0.16473m olmaktadır. 967536 serbestlik 

derecesi ile elde edilen sonucun 813109 serbestlik derecesi ile elde edilen sonuca göre 
yüzdesel farkı 0.935% olmaktadır. 
Karışık Sonlu Elemanlar: 1212, 1812, 2412, 3012 ve 3612 serbestlik derecesi kullanılarak 
(sırasıyla 100, 150, 200, 250 ve 300 karışık sonlu elemana denk gelmektedir) doğrusal ve 
geometrik doğrusal olmayan analizlerle düzlem dışı doğrultuda en büyük uç yer değiştirmeleri 
elde edilmiştir (Çizelge 1). 3012 serbestlik derecesi kullanılarak elde edilen geometrik 
doğrusal olmayan uç yer değiştirmelerinin yeteri yakınsaklığı sağladığı elde edilmiştir. Aynı 
zamanda geometrik doğrusal olmayan analizlerle elde edilen sonuçların, doğrusal analiz ile 
elde edilen en büyük uç yer değiştirmelerine yüzdesel farkı -2.47% olarak belirlenmiştir. 3012 
serbestlik derecesi ile karışık sonlu elemanlar kullanılarak elde edilen geometrik doğrusal 
olmayan en büyük uç yer değiştirmesinin  nlbu , 967536 serbestlik derecesi ile katı sonlu 
elemanlar kullanılarak elde edilen sonuca yüzdesel farkı -3.43% olmaktadır. 

Çizelge 1. En büyük uç yer değiştirmeleri bu  için karışık sonlu elemanlarla ağ yakınsaması. 

Serbestlik Derecesi  lbu   nlbu  fark1% fark.2% 
1212 -0.172513 -0.168126 5.96 -2.54 
1812 -0.166425 -0.162715 2.55 -2.23 
2412 -0.164135 -0.160434 1.11 -2.26 
3012 -0.163104 -0.159076 0.25 -2.47 
3612 -0.162594 -0.158673  -2.41 

*Not: fark1%: geometrik doğrusal olmayan en büyük uç yer değiştirmelerin  nlbu  3612 
serbestlik derecesi ile elde edilen sonuçlara yüzdesel farkı, ve fark.2%: geometrik doğrusal 
olmayan sonuçların doğrusal analizle elde edilen en büyük uç yer değiştirmelere  lbu  
yüzdesel farkı ifade etmektedir. 
Parametrik Analizler 
Bu bölümde, yukarıda verilen merkez açısı 90ϕ = ° , en büyük ve en küçük yarıçap değerleri 

max 2mR   ve min 1.4mR  , mesnetlenme koşulu, kesit genişliği 0.1mw = , çekirdek ve 
takviye malzemesi değerleri için sandviç süper-eliptik kirişte süper-eliptiklik derecesinin, 
kesit kalınlığının ve takviye kalınlığının, geometrik doğrusal olmayan en büyük uç 
deplasmanının doğrusal analiz sonucuna yüzdesel farkı üzerindeki etkisi incelenmiştir. Süper-
eliptiklik derecesi sırasıyla 3n = , 4 ve 5 seçilerek, her bir süper-eliptiklik derecesi için kesit 
kalınlığı sırasıyla 0.02mh = , 0.04m ve 0.08m olarak belirlenmiştir. Her bir süper-eliptiklik 
derecesi ve kesit kalınlığı için takviye kalınlığı sırasıyla 0.0025msh = , 0.0050m ve 
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0.0075m’dir. Doğrusal analizde en büyük uç deplasmanlarının  lbu  kesit yüksekliğinin 1, 
1.5, 2, 2.5, 3 ve 3.5 katına karşı gelen yük değerleri kullanılarak elde edilen geometrik 
doğrusal olmayan en büyük uç deplasman değerleri  nlbu  Çizelge 2’de verilmektedir. 

Doğrusal analizle elde edilen normalize en büyük uç deplasman değerleri  lbu  ile sembolize 
edilmektedir. Süper-eliptiklik derecesinin, kesit kalınlığının ve takviye kalınlığının, geometrik 
doğrusal olmayan deplasmanların doğrusal analizle elde edilen deplasmanlara yüzdesel farkı 
üzerindeki etkisi Şekil 2’de gösterilmiştir. Süper-eliptiklik derecesi azaldıkça yüzdesel farklar 
artma eğilimindedir. Bu eğilim doğrusal deplasmanların arttığı durumlarda daha da 
belirginleşmektedir. Kesit kalınlığının artması, takviye kalınlığından ve süper-eliptiklik 
derecesinden bağımsız olarak yüzdesel farkları arttırmaktadır. Kesit kalınlığı arttıkça takviye 
kalınlığının artması yüzdesel farkları arttırma eğilimdeyken, kesit kalınlığının azaldığı 
durumlarda takviye kalınlığının azalmasıyla yüzdesel farklar artma eğilimindedir. Süper-
eliptiklik derecesinin azalması ( )3n = , kesit kalınlığının artması 0.08mh =  ve takviye 

kalınlığının artmasıyla 0.0075msh = ,  l
3.5bu   için yüzde fark -7.45%’e ulaşmaktadır. 

Çizelge 2. Geometrik doğrusal olmayan en büyük uç deplasmanları  nlbu  (metre). 

 lbu   1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 

n   h   sh    nlbu  

3 

0.02 
0.0025 0.019991 0.029973 0.039947 0.049873 0.059776 0.069651 
0.0050 0.019991 0.029974 0.039990 0.049877 0.059785 0.069658 
0.0075 0.019993 0.029971 0.039940 0.049876 0.059786 0.069658 

0.04 
0.0025 0.039937 0.059785 0.079505 0.099011 0.118307 0.137344 
0.0050 0.039934 0.059774 0.079516 0.098959 0.118220 0.137208 
0.0075 0.039934 0.059776 0.079474 0.098965 0.118230 0.137225 

0.08 
0.0025 0.079470 0.118187 0.155863 0.192153 0.226958 0.260137 
0.0050 0.079444 0.118114 0.155712 0.191877 0.226508 0.259472 
0.0075 0.079433 0.118080 0.155642 0.191743 0.226292 0.259149 

4 

0.02 
0.0025 0.019992 0.029976 0.039943 0.049982 0.059808 0.069686 
0.0050 0.019993 0.029977 0.039945 0.049908 0.059814 0.069696 
0.0075 0.019994 0.029975 0.039942 0.049912 0.059814 0.069697 

0.04 
0.0025 0.039947 0.059814 0.079563 0.099141 0.118497 0.137670 
0.0050 0.039943 0.059803 0.079534 0.099110 0.118412 0.137513 
0.0075 0.039944 0.059804 0.079540 0.099092 0.118422 0.137532 

0.08 
0.0025 0.079432 0.118434 0.156190 0.194388 0.227987 0.261662 
0.0050 0.079568 0.118443 0.156082 0.193338 0.227656 0.261166 
0.0075 0.079531 0.118398 0.156031 0.193520 0.227497 0.260929 

5 

0.02 
0.0025 0.019992 0.029980 0.039950 0.049952 0.059851 0.069725 
0.0050 0.019993 0.029982 0.039950 0.049843 0.059847 0.069734 
0.0075 0.019994 0.029980 0.039952 0.049938 0.059869 0.069735 

0.04 
0.0025 0.039958 0.059852 0.079656 0.099570 0.119043 0.138778 
0.0050 0.039953 0.059831 0.079602 0.099429 0.118706 0.138263 
0.0075 0.039953 0.059834 0.079610 0.099444 0.118738 0.138450 

0.08 
0.0025 0.079470 0.118378 0.156311 0.193081 0.228500 0.262319 
0.0050 0.079179 0.118341 0.156227 0.192914 0.228240 0.261904 
0.0075 0.078561 0.118325 0.156187 0.192836 0.228100 0.261706 
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Şekil 2. Geometrik doğrusal olmayan deplasmanların doğrusal analiz deplasmanlarına 
yüzdesel farkı. Düz, kesikli ve kısa kesikli çizgiler sırasıyla 0.0025msh = , 0.0050m ve 

0.0075m’yi belirtmektedir. 

SONUÇLAR 
Bu çalışmada, enine izotropik malzemeden üretilmiş sandviç süper-eliptik kirişlerin düzlem 
dışı yüklemeler altındaki davranışı, karışık sonlu elemanlar yöntemi kullanılarak 
incelenmiştir. Von Kármán tipi doğrusal olmayan genlemeler ve klasik çubuk gerilme 
kabulleri temel alınarak bünye bağıntıları elde edilmiştir. Hellinger-Reissner fonksiyonelinin 
birinci varyasyonu ile doğrusal olmayan karışık sonlu eleman formülasyonu türetilmiş, her 
biri 24 serbestlik derecesine sahip iki düğüm noktalı sonlu elemanlar kullanılmıştır. Analiz 
sonuçları, SOLID186 katı eleman modeliyle karşılaştırılmış oldukça tatmin edici sonuçlar 
elde edilmiştir. Ayrıca tabakalanma durumu ve süper-eliptiklik derecesinin yapısal 
deformasyonlara etkisi parametrik olarak değerlendirilmiştir. Süper-eliptiklik derecesi 
azaldıkça yüzdesel farkların arttığı gözlemlenmiş, bu artış özellikle büyük deplasman 
durumlarında daha belirgin hale gelmiştir. Kesit kalınlığındaki artış, takviye kalınlığı ve 
süper-eliptiklik derecesinden bağımsız olarak yüzdesel farkları artırmaktadır. Ayrıca, kesit 
kalınlığı arttıkça takviye kalınlığı da yüzdesel farkların artmasına katkı sağlarken; kesit 
kalınlığı azaldığında, takviye kalınlığının azalması da farkların büyümesine neden olmaktadır. 
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